Electrotecnia Tedrica — Representa¢do Simbdlica em Notagao de Amplitudes Complexas

REPRESENTAGAO SIMBOLICA EM NOTAGCAO DE AMPLITUDES COMPLEXAS

Designando por j a unidade imagindria, o nimero complexo a + jb pode ser escrito em nota¢do de Euler como

Uye’?, em que U, designa o médulo do complexo e 6 o seu argumento. Em geral, ao argumento corresponde a fase
. A . . 21 . . . . ~

0 = wt + ¢, em que w é a frequéncia angular igual a - e ¢ a fase na origem dos tempos. T é o periodo da oscilagao

N . 1
de frequéncia f, sendo dado por 7
Pode estabelecer-se uma correspondéncia biunivoca entre as fungcbes que representam grandezas alternadas

sinusoidais e os elementos do conjunto dos nimeros complexos, por forma a que a fungdo u(t) = U, cos (wt +
u sera igual a parte real do complexo &/

@ corresponda o complexo &= {/0e/@. Assim sendo, a fungdo real
multiplicado pelo termo correspondente a frequéncia angular e/, isto é:

u(t) = Re {(0)e/*t} = Re {(Use/?)e®t} = U, Re {e/@t+ P} = U, Re {cos(wt + ¢) + jsin(wt + ¢)} =

= Uycos (wt + ¢).

O complexo U passa a designar-se por amplitude complexa da grandeza (real) instantdnea u(t).

Ao substituirmos as funcbes sinusoidais pelas suas respectivas amplitudes complexas torna-se possivel passar
certos calculos envolvendo operadores diferencias a simples manipulacdes algébricas, simplificando-se grandemente

o processo de célculo. Vejamos:

Soma (ou diferenga) de duas fungdes:

uy (t) = Re {(Uye/?1)e/®t} = T, = Ue/#

u (t) = U;cos(wt + ¢p1) &
Uy (£) = Ugcos(wt + ¢,) & uy(t) = Re {(Ue/?2)e/®t} = T, = U,el?:

uy (8) + u(6) = Re {(T)e®!} + Re {(Tp)e/"} = Re {(T; + T e}

Produto (ou cociente) de duas amplitudes complexas:

uz(t) = Re{(U;.Uy)e/®t} = Re{U,e/P1U,e/%2e/%t} = U, U,Re{e/@t+¢1+92)} = U, U, cos(wt + ¢1 + ¢5)
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Derivagdao em ordem ao tempo:

du_ d U t + = Uy si t +
FTRT o cos(w ¢) = — wU, sin(w d)

% = %(Re {Ue/®'}) = Re {U % ej“’t} = Re {jw(0)e/**} = Re {jw(Uye’?)e/*t} =

= wUyRe {ej(5+ o+ “’t)e""’} = wl, cos (%+ ¢+ wt) = —wU, sin(wt + ¢)

Repare-se que derivar uma amplitude complexa em ordem ao tempo é simplesmente multiplica-la pelo factor jw, ou
seja:

av_ . -
dac 1?

Primitiva¢ao:
_ . [ . u . U IR S
fu(t)dt = fRe{Ue""t}dt = Re {Uf eJwt dt} = Re {]; ef‘”t} = XORe {e1¢e 12 e’“’t} =

_ U J(-Z+ ¢+ wt _ U n _ U,
= wRe{e(z )} = wcos( St o+ wt)— wsm(wt+¢)

Repare-se que primitivar uma amplitude complexa corresponde a multiplica-la pelo factorj—w , ou seja:

_ U
[vac= 2

jw
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Derivacdo em ordem ao espago, operadores Gradiente, Divergéncia e Rotacional:

Toma-se agora uma base ortonormada do espago (éx , éy , éz) , e considere-se uma fungdo U, complexa e de

varidvel complexa, harmdnica no tempo e com dependéncia espacial:
U(#,t) = Uge/@t= kD)
em que 7 é o vector posi¢do dado nas habituais coordenadas cartesianas. k é uma constante no espaco;
k= ke + kyé, + k&,
Se derivarmos esta funcdo em ordem ao tempo, obtemos:
J .
T U@ t) = joU(r,t)

Derivando em ordem as coordenadas espaciais, temos:

a 77> T
UG = —jl UG D

a I77> P
@U(r,t) = —jk, U(7,1)

a 177> I TTr2
gU(r,t) = —jk, U(",t)

Verifica-se que derivar a funcdo em ordem a cada uma das suas coordenadas espaciais corresponde a multiplicar a

fungdo por —jk, , em que i representa a i-ésima coordenada.

Posto isto, é facil verificar que o operador gradiente vem dado por:
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2 o a
+ e,

6 -
grad = aex+ 563’ py

gradU = VU = —j(k,+ k, + k,) U
De forma analoga se podem obter as expressdes para a divergéncia e para o rotacional, obtendo-se:

Divergéncia: div U= VU = —j(ksD)

Rotacional: rotU= VxU= —jk x U)
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