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81 Introducéo Tedrica

Regra da “uvelhinha”:

Puv'=uv-Puv

ou equivalentemente:

P(fg)=fG-P(fG)= gF - P(g'F )= P(gf ) em que G = Pg

Neste texto usaremos sempre na primeira forma, os resultados sdo obviamente 0s mesmos, no
entanto a primeira forma tem mostrado ser estatisticamente mais “facil de fixar” por parte dos
alunos. No entanto cada aluno deve sempre usar a forma que é explicada na sua disciplina.

82 Exercicios Resolvidos

§2.1 Polinémio/Exponencial

Neste caso sabemos primitivar/derivar quer o polindmio, quer a exponencial. Devemos
observar que a exponencial ap6s se primitivar/derivar, fica na “mesma”. Ao passo que 0
polindmio ndo. Devemos escolher o polindbmio como fung&o a derivar, uma vez que “diminui
um grau” por cada derivacdo “que sofre”.

2.1.1 Calcule uma primitiva das seguintes fungdes:
(@  (x+3)e¥?
(b) (2x2 +1e*

(c) x3eX
@d xe*
Resolugéo:
(@ P (x-3)e? seja: u=x+3 ; u=1
v = ©y=2¢"
entdo:
1

P (x-3)e¥? =2(x-3)e¥? —2Pe¥? =2(x-3)e¥? -4 PE e¥? = 2(x-3)eX?—4¢?

(b) P(2x% +1)e* seja:  u=2x*+1 U =4x
V' = e3x . V= le?,x
3
entdo:
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P(2x* +1)e* =

entao:

P(@2x?+1)e* =

©  Pxie*

entdo:

Px’e* = x%e* -
fica: P x%e*=x3e*-

2x? i SOR PNy

—Pxe
3 3
seja agora: u=x ; u=1
voe¥  v= e
3
2X2+1e3x _i[163x_£P63x}= 2X2+1 3x_£xe3x+i63x
3 31 3 3 3 9 27
seja:  u=x* ; u =3x°
vV=e*: v=¢
3P x?e* denovose: u=x%? ; U =2x
vV=e*; v=¢
3[x2ex—2Pxex]:x3ex—3x2ex+6PxeX
e se: u=x ; u =1
v=e*; v=¢

obtém-se finalmente: P x3e* = x3e* —3x2e* +6 [ xe* — Pe* ] = x3e* —3x2e* +6xe* —6e*

(d) P(x7ex4):%P(x44x3ex4)

P(xe")= % P(x*4x3 e*“):% ‘e’ - Paxier)= %(x“eX“— e¥') =

seja:

4
v =4x%e";
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§2.2 Polinémio/(Sin ou Cos)

Neste caso sabemos primitivar/derivar quer o polindmio, quer o sen/cos. Devemos observar
que 0 sen/cos ap6s se primitivar/derivar, fica na “mesma”. Ao passo que o polinébmio nao.
Devemos escolher o polindbmio como funcéo a derivar, uma vez que “diminui um grau” por
cada derivacédo “que sofre”.

2.2.1 Calcule uma primitiva das seguintes funcdes:
(@) (2x —1)sin 2x

(b) x_43:2 COS5X

Resolugéo:
@) P (2x —1)sin2x seja:  u=2x-1 ;ou=2
. 1
V' =sin2x ; v=—50052x
2x-1 2x -1

Ccos2X + P cos2x = —

P (2x-1)sin2x = — cost+%sin2x

(b) P x+2 COS5X seja:  u= X+2 ;U= 1
3 3 3
VvV =cosbx ; v= %sinSx

P X—;Z CoSbx = X—+2 sin5x —i P sinbx = XLZ sin5bx + icos5x

82.3 (Exponencial ou Sin ou Cos)/ (Sin ou Cos)

Neste caso sabemos primitivar/derivar quer a exponencial, quer o sen/cos. Devemos observar
que 0 sen/cos apos se primitivar/derivar, fica na “mesma”. Tal como a exponecial. A escolha
é arbitraria e a primitiva é “recurvisa”. No entanto a segunda escolha deve ser igual escolher
0 polinébmio como fung&o a derivar, uma vez que “diminui um grau” por cada derivagao “que
sofre”.

2.3.1 Calcule uma primitiva das seguintes fungdes:

(a) e 2% sin3x

(b) sin2x cos3x
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Resolugéo:

(a) P e?*sin3x seja;  u=e” ; u=2¢"

V'=sin3x ; V= —% c0s3x

P e?sin3x = —% e2* cos3x + % P e2* cos3x
seja; u=e” ; u=2¢"
1 .
V' =cos3x ; V= 5 sin3x

2X

P e?*sin3x = —% e2* cos3X + % sin3x —% P e?*sin3x

P e?sin3x = —% e2* cos3x + % e2* sin3x —g P e2sin3x

portanto:

P e2X sin3x+i P e?*sin3x= 1 e2* cos3x + 2 e2* sin3x
9 3 9

13 P e?*sin3x= 1 e2* cos3x + 2 e2* sin3x

9 3 9

P e?* sin3x= — (—E e? cos3x + S e? sin3x) = —1—33 e?* cos3x + % e?* sin3x

(b) P sin2x cos3x seja:  u=sin2x ;U =2c0s2x

V' = c0s3X V= % sin3x

P sin2xcos3x = % sin2xsin3x — % P cos2xsin3x
seja: U= cos2x ;U =-2sin2x

V' = sin3x ; v=—%cos3x
. 1 . . 2 1 2 .
Psin2xcos3x = 5 SIN2XsiN3X — E - 50052x0053x—§sm 2XC0s3X

= % sin2xsin3x 6 + % costcosSx+%sin2xcosBx

ou seja:

http://www.explicacoes.com/tabelas.php?login=sup117
93852 13 50




g Psin2xcos3x = 1 sin2xsin3x + % €0S2XC0oS3X

Psin2xcos3x =

o] ©

(

sin2xsin3x + % €0S2XC0s3X)

Wl

Psin2xcos3x = 1% sin2xsin3x + % COS2XCOS3X = g sin2xsin3x+ % C0S2X C0S3X

§2.4 Logaritmo

Neste caso temos apenas “uma fungdo” em que a fungéo e primitivar é a unidade, i.e. v' =1,
pois a derivada de uma constante é nula.

2.4.1 Calcule uma primitiva das seguintes fungdes:
(@) logx
(b) log®x

Resolucéo:
. o1
(a) P[ logx] seja:  u=logx ; u =
v =1 DoV =X
P[ logx ]=xlogx — P {xﬂ:x logx —P [1] = x( log x 1)
(b) P[ log® X] sejaz u=log’x ; U _o1 log x
X

vi=1 ; V=X

P log® x = x log® x —2 P log x

1q . ’ 1
seja:  u=log x ; u =—
X

v =1 ; V=X

P log® x = x log? x -2 [ xlogx —P1] = x log? x —2xlogx + 2x

http://www.explicacoes.com/tabelas.php?login=sup117 6
93852 13 50




§2.5 Trigonométricas

2.5.1 Calcule uma primitiva das seguintes fungdes:

(@  tg®x secx

Resolugéo:

1-cos? x
=== — Psecx = P sec® x— Psecx

(@) Ptg’xsecx =P sl x = p 22X
co c

0s? X

A segunda primitiva é imediata Psecx = log|secx+tgx| , a primeira primitiva-se por partes:

U= Secx , U’ = tgxsecx

vV =sec’x ; v=tgx
P tg°xsecx = secxtgx — P tg’xsecx — log|secx+tgx| = secxtgx — P tg’xsecx — log| secx+tgx|
2P tg°xsecx = secxtgx — log|secx+tgx|
, 1 1
P tg?xsecx = 5 secxtgx — 5 log| secx+tg x|

82.6 Trigonométricas Inversas

2.6.1 Calcule uma primitiva das seguintes funcdes:

(@) arctg 3x

X
(b) arcsin 3

Resolucéo:

@) P arctg 3x seja:  u=arctg3x ;U

vi=1 ; V=X

1 18x

P arctg3x = x arctg3x — P =xarctg3x— — P —— = xarctg3x— 1 Iog|1+ 9x2|
6 1+9x 6

3X
1+ (3x)?
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(b) P arcsin~ seja: u = arcsin> ;U= Y3
3 3 x2
1-2-
9
v =1 ;v =X
X X x/3 X X X° | a2 X
P arcsin— = x arcsin— — P =xarcsin— — P — (1-—) 7" = x arcsin—+
3 3 x2 3 3 9 3 2
1- 2
9
2
(1—)(—)1/2 2
. 9 . X X
= xarcsin—+ — —————=xarcsin—+ 3,/ 1-—
3 2 12 3 9

82.7 Outras situacdes

3

pﬂ(l_
9

X_Z) -12

9

2.7.1 Calcule uma primitiva das seguintes funcdes:

@)y 1-x*

Resolugéo:
— 2 2 2
@) PVyl-x*=P 1-x =P 1 _p — X arcsinx— P —=
J1-x? Ji-x? J1-x? 1-x2
seja: u=x ;oou=1
V=2 :_—1(—2x)(1—x2)”/2 L V=—y1-%2
1-x2 2

Pyl1-x* = arcsinx—[—x(l—xz)]/2+P\/1—x2]
= arcsinx + xv1-x? — Py1-x*
portanto:

2P v1-x% = arcsinx + x+/1— x2

7 arcsinX + xv1-x

P+1-x°=
2
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83 Exercicios Propostos

2 p—
@) X 2Xx+5
e
(b) X Sin X coS X
log x
© =
X
log x

d —=
(e) log (X + V1+ x?)
I—
sin? x
(9) sin(log x)

log? x
n =
X
(i) arcsin® x
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84 Solucdes/Sugestdes dos exercicios propostos

2
X°—2X+5 x
(a) PT: P (x*-2x+5) e
Seja:  u=x*-2x+5 : U =2x-2
v =e* : v=—g"*
2_
pX 2 (32 ox4B)e + P (2x-2) e
e
Seja:  u=2x-2 ; u=2
vi=e" ; v=-e"*
2 2 _ _ 2 _ _ 2
PX 2Xx+5:_x 2Xx+5 2 X2X+2Pe’x:—x 2Xx+5+2 XZX_%:_X ;f-5
e e e e e e e
. 1 .
(b) P xsinxcosx = 5 P xsin2x
Seja:  u=x ;oou=1
. 1
V' =sin2x ; V= _E C0S2X

P xsinx cosx = 1 —10052x+l Pcos2x | = —50052x+1 1sin2x = —50052x+£sin2x
21 2 2 4 42 4 8

(c) P I(:(%X =P x7 logx
Seja:  u=logx ;oo 1
X
v =x3 ©ov= —iz
2X
Iogx:_logx +£ PX_3:_I0gx 1
X3 2x* 2 2x? 4x?
(d) PIO%: P x¥2 logx
. 1
Seja:  u=logx ; u==
X
v = x¥? - v=—24x
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logx Jx

P Nl 2xlogx —2P Y2 —2./x logx —2Px¥2 = 2/x logx — 4+/x
X X

(e) Plog(x+v1+x?)

2x V1+X% +x
+

2\/l+x2: J1+x2 __ 1
X+V14x2  V1+x2

1

Seja:  u=log(x+V1+x%) ; U =

- X+ 1+ X2

v =1 ; V=X

Plog(x++1+x%)=xlog(x++1+x*) - P \/X_z = x log (x ++/1+x?) —%PZx(l+x2)’]/2
1+x

2412
=x log(x++v1+x?) —%%:x log (X +V1+x?) — V1+Xx?

i
() P —=— =P x cosec’x
sin® x
Seja:  u=x ; u=1
V' = cosec’x; v =-—cotgx
P _XZ = —xcotg X+ Pcotg x = —xcotg x+log | sinx|
sin“ x
(9) P sin(logx )
. . 1
Seja: u=sin(logx) ; u' == cos(logx)
X
v =1 ; V=X
P sin(logx) = x sin(logx) — P cos(logx)
. 1.
seja:  u=cos(logx) ;W =-=sin(logx)
X
vi=1 DoV =X

P sin(logx) = x sin(logx) —xcos(logx) —Psin(logx)
2 P sin(logx) = x sin(logx) —xcos(logx)

x sin(logx) —xcos(logx)
2

P sin(logx) =
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2

) p log” x

2

X
Seja: u = log*x , v = Z1ogx
V,:X72 ; V:_l
X
2 2
P |ngxz_|og X+2P|ngx
X X X
j 1
Seja:  u=logx : vt
X
1
V= x ; V= ——
X
2 2 ,
P |092X S X+2[—|°gx+ Pxﬂz_log X _,logx 2
X X X » . »
() P arcsin®x
ja: in2 ., 2arcsinx
Seja:  u=arcsin®x : = carcsinx
Ji-x?
P arcsin? x = xarcsin? x — 2 p Laresinx
. _ .
Seja:  u=arcsinx ) 1

u' =
1-x?
X

V= ——=x(1-x3)"2; v=—+1-x°
V1-x2

P arcsin? x = xarcsin? x —2[ —arcsinx V1—x% + Pl] = xarcsin® x +2arcsinx v1— x? —2x
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