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I - Determine na forma cartesiana, a envolvente da família de linhas 
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Determinação da envolvente da família de curvas
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1- defini-se duas funções, que se igualam a zero:
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2 - determina-se 
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3 - determina-se c resolvendo a equação
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4 - Substitui-se c na equação
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 e determina-se y função de x
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figura 1 - representação das envolventes e da família de curvas

2 - Determine as equações vectorial e cartesiana da recta tangente à linha de equação 
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no ponto P0=(0,-4)

A envolvente de uma família de curvas é sempre tangente a essas curvas. A recta y=-x-4 passa no ponto (0,-4) pois -4=0-4. Logo, essa é a tangente à curva nesse ponto.

Outra forma de determinar a tangente:

Determinação de 
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y é uma função implícita de x.
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numerador é a derivada de F em ordem à variável

o denominador é a derivada de F em ordem à função implícita
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figura 1 - representação da curva da recta tangente
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II - Obtenha por desenvolvimento em série, a solução particular da equação
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que satisfaz y(0) = 1 e y’(0) = 0.

A resolução de uma equação diferencial utilizando séries parte do seguinte pressuposto de que a solução é uma série de Taylor:
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O objectivo é determinar os coeficiente ak da série. Para isso é necessário:

· determinar y' e y''

· substituir y, y', y'' na equação diferencial.

 Obtem-se um sistema de equações em que os vários ak são as incógnitas.

determinar y' e y'':
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Substituir  y, y', y'' na equação diferencial.
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Mas é mais fácil trabalhar com os somatórios desenvolvidos:
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A partir do resultado anterior agrupa-se os termos semelhantes:
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Usa-se o método dos coeficientes indeterminados. Este método baseia-se no facto de os termos que multiplicam por xn terem que ser igual dos dois lados da equação. Do lado direito da equação os termos são todos iguais a zero. Assim, os termos do lado esquerdo também têm que ser. 
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(como é que ficava este sistema se a equação fosse:
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Cada uma das equações do sistema tem a forma seguinte:
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em que n é o expoente a que corresponde a equação.

Resolvendo em ordem a an obtém-se:
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A partir da condição 
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, então:
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.  Da mesma forma é possível calcular a1 sabendo que y'(0)=0 e que:
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conclui-se que:
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, logo:


[image: image54.wmf]0

)

0

(

'

1

=

=

a

y

, Os restantes coeficientes determinam-se pela equação:
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assim: 
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A solução é então:
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(esta é a solução do problema, mas é melhor resolver a té ao fim)

Para obter uma forma geral para o somatório  observe-se que  atribuindo a sequência k: 0, 1, 2, 3, 4 … a cada parcela:

· o expoente  de x em cada parcela é: x2k
· o denominador é: k!

· o sinal alterna, o que pode ser expresso por: (-1)k
Assim,
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III - Mostre que a equação 
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 define, numa vizinhança do ponto P0=(x0,y0,z0)=(0,1,0), y como função de x e de z, y=g(x,y). Determine  
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Para resolver este problema é conveniente definir a função :
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esta função obtém-se da equação passando todos os termos para o lado esquerdo.

Para que a equação defina implicitamente y como função de z e y no ponto (x0,y0,z0) é necessário que:

1 - 
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Verificação:
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esta condição verifica-se

2 - 
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y é a função implícita

esta derivada é a derivada da função F em ordem à função implícita que neste caso é y (ou g, é a mesmíssima coisa)


[image: image70.wmf]1

2

2

2

2

+

+

+

=

¶

¶

x

z

y

y

y

F



[image: image71.wmf]0

2

1

1

1

0

0

1

2

1

*

2

)

0

,

1

,

0

(

2

2

¹

=

+

=

+

+

+

=

¶

¶

z

F


3 -
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 devem ser continuas na vizinhança do ponto P0
as derivadas de F em ordem a todas as variáveis de que depende devem ser continuas na vizinhança do ponto P0
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A função 
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 é uma função continua em todo o domínio de integração. As outras duas equações têm pontos de descontinuidade quando o denominador 
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. Logo tanto 
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numerador é a derivada de F em ordem à variável

o denominador é a derivada de F em ordem à função implícita
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neste caso :
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No ponto P0 (x0,z0)=(0,0) y vale 1, como se pode demonstrar substituindo o ponto na equação 
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por outras palavras: o ponto (0,0) é o ponto (0,1,0)
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IV - Utilizando obrigatoriamente a substituição 
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com x>0


é necessário substituir as derivadas de y em ordem a x por derivadas de z em ordem a x,  e y por z
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calculo de 
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calculo de 
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Por substituição de 
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esta equação resolve-se com base na mudança de variável: 
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substituindo z por u: 
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  resolução por parte do integral
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obtem-se esta solução para z

Mas o que nós queremos é uma solução para y:
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V - Mostre que a equação:
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admite como factor integrante a função 
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multiplicando a equação por
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Uma equação diferencial da forma: 
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Usando estas equações pode-se determinar 
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Como se pode ver 
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Assim, 
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para fazer a integração considera-se que y é uma constante

Vamos agora utilizar a outra condição, 
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Por derivação em ordem a y da expressão para U obtém-se:
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como esta derivada é igual a N obtém-se:
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que simplifica:
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nesta equação não pode aparecer x

Por separação de variáveis obtém-se:
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O integral resolve-se por partes: 
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em que k1 é a constante de integração.

Assim U é igual a:
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Como dU=0 então U=k2, sendo k2 uma constante de integração.
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Sendo assim:
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As duas constantes subtraem-se dando origem a uma terceira:
Porquê ??
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solução geral

VI - Considere a equação diferencial linear de ordem n e coeficientes constantes:
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Seja 
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 com grau de multiplicidade um. A equação (1) tem uma solução particular da forma:
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com C constante real. Determine, justificando detalhadamente, o valor de C.

Se y1(x) é solução então esta função verifica a equação diferencial. Vamos fazer a substituição na equação diferencial. Para isso é necessário determinar as derivadas de y1.
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A partir destes resultados vamos agora tentar encontrar a derivada de ordem k notando que:

· 
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 aparece em todas as derivadas

· o termo entre parêntesis é composto por duas parcelas

· a primeira parcela tem a forma 
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· a segunda parcela tem a forma 
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note-se que o lado direito da equação diferencial 
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é a soma de n+1 termos com a forma:

bn
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 é o polinómio r(a), e como a é raiz, r(a)=0 e o polinómio também é zero. Assim:


[image: image182.wmf]1

)

(

'

4

0

1

=

å

=

-

n

k

k

n

na

a

r

C

b


Agora,


[image: image183.wmf]0

1

2

2

1

1

...

)

(

b

b

b

b

r

n

n

n

n

n

+

+

+

+

+

=

-

-

-

-

a

a

a

a

a


assim,
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